
2025	年第	1	期 《计算与实验》

DOI:	10.54254/3049-5660/2025.23658

·	1	·

 

 

基于时间序列的宇宙电磁波接收模型 

曹洎豪 
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摘  要：其一，首先对数据进行有效性检验，在确定所有数据均有效且无缺失值后利用题中所给的功率谱密度

函数建立功率谱分析模型。其中进行了基于（Root Mean Square, RMS）的红噪声设定以及频谱分析等过程，最

后为了使数据拟合度高于 95%，利用最小二乘法调整参数𝑃0，𝑓𝑐和𝑞，进行未知参数的确定。通过模型可视化

展现，可以表明模型的拟合性优良。其二，通过附件相邻 MJD 相减，可知此数据并非时间步长相等的时间序

列。为了使后续模型精确化以及统一时间单位，本问进行了拉格朗日插值，生成时间步长为 1 天的均匀时间序

列。对于 PT-TT 的预测，首先想到用 ARIMA 模型进行预测。最后经过检验，发现短短一年后 MJD 的 95%置

信区间长达 1s、，难以进行长期预测，于是本问考虑了用更适合长期预测的 LSTM 预测模型。通过交叉验证

及 6000 余次迭代，最后在长达三年的预测集和真实值的 RMSE 低至 0.002，模型表现良好。其三，首先基于

𝑆𝑎𝑎𝑡𝑎𝑚𝑜𝑖𝑛𝑒𝑛模型与𝐻𝑒𝑟𝑟𝑖𝑛𝑔模型建立一个初步的大气折射估计模型，之后对模型中的𝑃（近地面大气压）、𝑒

（水气压）等大气参数在现实允许范围下进行鲁棒性调整，使模型在极端天气下具有足够的稳健性。在时延

(0 < ∆𝜏 < 7.69)的限制下进行蒙特卡洛模拟的两步模拟：一、对[0,4]km 海拔高度的电磁波接受点进行随机取

值，评估海拔高度与频率𝑓的关系。二、为了尽可能真实地模拟宇宙噪声，对频率𝑓为[20,250]GHz（包括宇宙

中最普遍的 160GHz 微波背景辐射）随机模拟取值，评估海拔不同的电磁波接收点接收效果的优劣性。其四，

本题在上一个模型基础上引进了大气曲率的影响，并在此基础上进行大气分层建模。本题首先构建了有关地球

曲率的大气折射指数 的海拔模型，通过路径积分模型进行大气分层建模，生成 10 组均匀的在仰角在 10 度以

下的精确延时数据。为了将第三问模型进行矫正，之后在理论值的基础上进行映射参数 a，b，c 的最小二乘估

计，计算分别为 e+5×（0  0.6866  -3.3163）。最后将矫正前延时与矫正后延时进行比较与分析，准确回答原

始模型小仰角误差出现的原因，证明了模型的正确性。 

关键词：时间序列；宇宙电磁波接收模型 

引言 

问题背景 

脉冲星是快速旋转的中子星，具有稳定的自转，被誉为“宇宙灯塔”。它们在深空探测器的导航和时间标准

的维持中起着至关重要的作用。将脉冲星时间应用于原子钟计时，有望提高本地原子钟的稳定性和可靠性，是

计时技术未来发展的长期方向。然而，脉冲星计时噪声是影响脉冲星计时精度和稳定性的关键挑战之一。这里

参考了建模所需的数据(一段时间接收信号时间和接收信号值)。引进了模型有关定义：红噪声 (Red Noise)[1]: 

一种在低频段具有更大功率的噪声，常出现在脉冲星计时噪声中。均方根 (RMS, Root Mean Square):  一种衡

量数据集变化幅度的统计量。到达时间 (TOA, Time of Arrival): 探测到脉冲星脉冲的时间。修正儒略日 (MJD, 

Modified Julian Date)[2]: 天文学中使用的日期计数系统，是表示特定日期的一种方法。PT-TT（Pulsar Timing - 

Terrestrial Time）[3]是脉冲星计时和地球时间（Terrestrial Time, TT）之间的转换过程与关系。在脉冲星研究中，

PT-TT 主要用于将脉冲星发射的信号时间与地球收到的时间进行精确对比。 

问题重述 

脉冲星计时噪声模拟：使用脉冲星计时噪声数据，建立一个功能模型来模拟该噪声，目标是模型拟合度达

到 95%以上。通常假设红噪声的强度与 RMS 值成正比，但并不相等。 
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脉冲星计时噪声预测：对脉冲星计时噪声的短期（几天到一个月）和长期（几个月到几年）趋势进行预测。

预测结果的验证数据在附件 1 中提供。 

电波折射时间延迟建模：建立一个模型来模拟射电观测频率高于 20 GHz 时的电波折射时间延迟，确保天

顶延迟小于等于 7.69 ns。 

大气时间延迟建模：建立一个模型来模拟低仰角观测（10 度或更小）时的大气时间延迟，以提高到达时

间(TOA)的精度。需要提供模型以及对模型考虑因素和可实现目标的描述。 

1  模型假设 

本文基于以下合理假设： 

假设平流层折射指数的变化与对流层的统一于一个模型 

假设气候在认知范围内变化，不会产生灾难性的剧变 

假设同一层大气密度变化均匀 

2  符号说明 

符号 意义 

𝑃0 红噪声强度 

𝑓 电磁波频率 

𝑃 近地面大气压 

𝑒 水气压 

∆𝜏𝑖 第 i 层大气下的折射时延 

𝑧 天顶角 

𝜖 仰角 

ℎ𝑖 第 i 层大气的高度 

𝑇 气温 

𝑛𝑖 第 i 层大气的折射指数 

2.1  具体建模步骤 

Step1：功率谱密度模型的确定 

根据题目公式，功率谱密度模型为式（1）： 

 𝑃(𝑓) =
𝑃0

(1+(𝑓 𝑓𝑐⁄ )𝑞)
 （1） 

N 为信号长度，|𝑋(𝑓)为 FFT 结果的复数模值。 

Step2：基于 RMS 的红噪声设定 

根据题目描述，RMS 与红噪声强度𝑃0呈正比，因此我们引入一个常量𝑘，有（式 2）： 

 𝑃0 = 𝑘𝑅𝑀𝑆 （2） 

通过不同的 RMS 值，可以对𝑃0进行估算。 

Step3：频谱分析过程。 

首先设定频率范围[𝑎, 𝑏] ∋ 𝑓. 

通过功率谱密度（PSD）可以生成不同频率下的噪声幅度。 

使用傅里叶逆变换，将频域噪声转换到时域，生成一个模拟的噪声时间序列 

通过连续傅里叶变换将此时间序列转换成频域，见式（3）：    

 𝑋(𝑓) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑇
+∞

−∞
, 𝑑𝑡 （3） 
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其中： 

𝑋(𝑓)为频域中的信号，𝑥(𝑡)为时域中的信号，T 为时间序列的总长度。 

Step4：通过最小二乘拟合优化参数 

为了使数据拟合度高于 95%，这里使用最小二乘法调整参数𝑃0，𝑓𝑐和𝑞。 

使残差平方和最小，见式（4）： 

 𝑆𝑆𝑅 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2𝑛

𝑖=1  （4） 

其中： 

𝑦𝑖是实际的观测值。  

𝑦̂𝑖 是模型预测的值。 

Step5：建模可视化展示： 

红噪声时间序列见图 1： 

 

图 1 红噪声时间序列 

所生成红噪声和拟合模型的功率谱密度函数与时频的关系，见图 2： 

 

图 2 功率谱密度函数与时频的关系 

2.2  模型特点分析： 

1） 频率域信息：功率谱分析可以将信号从时间域转换到频率域，使得分析周期性信号的频谱特征变得更

加直观。 
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2） 噪声分析：在噪声背景下，功率谱能够有效提取有用信号的频率成分，帮助识别信号中的噪声特性。 

3）信号特征提取：通过功率谱，能够提取出信号的主要频率成分和特征，并对其进行分析与比较。 

4）最小二乘法的使用：可以随意控制模型拟合优度，在高要求环境下比𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴模型更加便利且精确，提

供了更高的灵活度。 

5.总的来说，功率谱分析模型较傅里叶曲线拟合更为复杂，但提供了更高的精确度以及灵活性，在实际应

用的效果中，功率谱分析模型往往比傅里叶曲线拟合模型更为优秀。 

3  问题二模型的建立与求解 

3.1  整体建模思路分析 

首先将引用数据改成 MJD 并不是步长一致的时间序列，为了更好地建立时间序列模型，这里运用拉格朗

日插值法，将 MJD 转换成以天为步长的时间序列。通过观察 MJD 与 PT-TT 的关系图，猜测若建立 ARIMA 时

间序列预测模型，应能取得良好的预测效果。现建立以下流程，见图 3： 

 

图 3 问题二模型流程图 

3.2  对数据进行拉格朗日插值 

Step1：确定数据点： 

选择需要插值的数据点，通常表示为(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1),… , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ，其中𝑥𝑖是自变量，𝑦𝑖是因变量。在本题

中，𝑥𝑖为 MJD，𝑦𝑖为 PT-TT。 

Step2:构造拉格朗日基多项式： 

拉格朗日插值多项式𝑃(𝑥)可以表示为式（5）： 

 𝑃(𝑥) = ∑ 𝑦𝑖𝐿𝑖(𝑥)
𝑛
𝑖=0  （5） 

其中，𝐿𝑖(𝑥) 是第 𝑖个拉格朗日基多项式，定义为式（6）： 

 𝐿𝑖(𝑥) = ∏
𝑥−𝑥𝑗

𝑥𝑖−𝑥𝑗
0≤𝑗≤𝑛
𝑗≠𝑖

 （6） 

这意味着需要为每个数据点  计算一个基多项式 𝐿𝑖(𝑥)。 

Step3：计算每个基多项式 

计算每个𝐿𝑖(𝑥) 的值，确定𝑥的值，为每个𝑖和所有其他 𝑗的数据点计算乘积。 
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Step4：组装插值多项式 

将所有的𝑦𝑖𝐿𝑖(𝑥) 加在一起，得到最终的插值多项式 

 𝑃(𝑥) = 𝑦0𝐿0(𝑥) + 𝑦1𝐿1(𝑥) +⋯+ 𝑦𝑛𝐿𝑛(𝑥) （7） 

Step5：进行插值 

一旦函数 𝑃(𝑥) 完成，就可以用这个多项式来插值任何 𝑥 值，特别是那些在原始数据点之间的值。插值结

果如图 4： 

 

图 4 插值前后数据可视化 

3.3  短预测建模（ARIMA） 

3.3.1  白噪声检验 

Step1：数据准备 

收集数据：获取待检验的时间序列数据，可以是模型的残差或其他时间序列数据。 

可视化数据：绘制时间序列图和自相关图（ACF）以观察其特征。 

Step2：自相关函数 (ACF) 计算 

计算 ACF：自相关函数用来衡量一个时间序列自身在不同滞后期的相关性。公式：自相关函数的计算公

式为式（8）： 

 𝜌𝑘 =
∑ (𝑋𝑡−𝑋̅)(𝑋𝑡−𝑘−𝑋̅)
𝑛
𝑡=𝑘+1

∑ (𝑋𝑡−𝑋̅)
2𝑛

𝑡=1
 （8） 

其中： 

 𝜌𝑘 是滞后 𝑘的自相关系数， 𝑋𝑡 是时间序列的值， 𝑋̅是时间序列的均值。 𝑛是序列的长度。 

Step3：Ljung-Box 检验 

原假设：时间序列为白噪声。 

检验统计量，见式（9）： 

 𝑄 = 𝑛(𝑛 + 2)∑
𝜌𝑘̂

2

𝑛−𝑘

𝑚
𝑘=1  (9) 

其中： 

𝑄 是检验统计量，𝑛是样本大小，𝑚是滞后期的数量，𝜌𝑘̂是滞后 𝑘的样本自相关系数，p 值：根据 𝑄  值，

进行卡方分布检验，得到 p 值。 
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Step4: 结果解释 

判断原假设： 

如果 p 值 > 显著性水平（如 0.05），不能拒绝原假设，认为序列是白噪声。 

如果 p 值 ≤ 显著性水平，拒绝原假设，认为序列不是白噪声。 

Step5：结果呈现 

用 MATLAB 可以算出 Ljung-Box 测试值： 

Ljung-Box Test Results，见表 1: 

表 1 Ljung-Box 测试值 

                  h                   1 

               p-value                  0 

              Q-statistic              41749.8181 

            Critical Value                18.307 

 

即拒绝原假设，数据不是白噪声， 

其 ACF 以及时间序列图如图 5 所示： 

  

图 5 ACF 以及时间序列图 

3.4  建立 ARIMA 模型 

Step1：Augmented Dickey-Fuller (ADF) 平稳性检验 

1）模型形式：ADF 检验的基本回归形式为式（10）： 

 ∆𝑦𝑡 = 𝛼 + 𝛽𝑡 + ∅𝑦𝑡−1 + ∑ 𝛾𝑖∆𝑦𝑡−𝑖 + 𝜖𝑡
𝑝
𝑖=1  （10） 

其中：𝑦𝑡 是时间序列观测值，𝑦𝑡在本题中为 PT-TT，∆𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1是当前值与前一个值的差，𝛼 是常数

项，𝛽是时间趋势的系数，∅是单位根的参数，𝜖𝑡 是白噪声误差项。 

2）假设检验： 

原假设 𝐻0：存在单位根（时间序列是非平稳的）。 

备择假设 𝐻1：不存在单位根（时间序列是平稳的）。 

3）经过计算： 

是否拒绝原假设（序列非平稳）: 0；p 值: 0.4650。表明序列为平稳序列。 
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Step2：通过 BIC/AIC 准则可以准确评估 ARIMA p,d,q 值的优劣处： 

1）BIC/AIC 准则的基本原理： 

Akaike Information Criterion（AIC），见式（11）： 

 𝐴𝐼𝐶 = −2 log(𝐿) + 2𝑘 （11） 

其中：𝐿是模型的最大似然估计（MLE），𝑘是模型中的参数个数， Bayesian Information Criterion（BIC），

见式（12）： 

 𝐵𝐼𝐶 = −2 log(𝐿) + 𝑘 log(𝑛) （12） 

其中：𝑛是样本量，BIC/AIC 越低，其对应的 ARIMA 模型越优。 

2）下面代入足够多的 p，q 值，进行 AIC 的计算，见表 2： 

表 2 不同 p，q 下的 ARIMA 模型组合 

ARIMA（3,0,1） ARIMA（2,0,1） ARIMA（0,0,1） ARIMA（1,0,2） 

ARIMA（3,0,2） ARIMA（2,0,3） ARIMA（0,0,3） ARIMA（1,0,1） 

ARIMA（3,0,3） ARIMA（2,0,2） ARIMA（0,0,2） ARIMA（1,0,3） 

ARIMA（3,0,4） ARIMA（2,0,4） ARIMA（0,0,4） ARIMA（1,0,4） 

 

其对应 AIC 的热力图如图 6： 

 

图 6 AIC 的热力图 

由图可得，最低 AIC 为-46110，此时对应的模型为 ARIMA（0,0,2）,即 MA（2）。 

Step3：ARIMA 模型建立的过程 

1）ARIMA 模型由以下部分组成： 

AR (AutoRegressive)：自回归部分，表示当前值与其过去值的关系。 

(Integrated): 积分部分，表示序列的差分次数。ARIMA(0, d, q) 模型中的 `d` 是为了使序列平稳而进行的差

分次数。 
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MA (Moving Average)：滑动平均部分，表示当前值与过去误差的关系。 

ARIMA(0, 0, 2) 表示：自回归部分 (p = 0)， 差分次数 (d = 0)，移动平均部分 (q = 2) 

2）方程描述 

因为对象为平稳序列，可以省略差分过程，故 ARIMA(0, 2, 2) 模型**的方程可以写作式（13）: 

 𝑌𝑡
(2) = 𝜃1𝜖𝑡−1 + 𝜃2𝜖𝑡−2 + 𝜖𝑡 （13） 

其中，𝜖𝑡是白噪声误差项，𝜃1, 𝜃2 是需要估计的参数。 

Step4:对模型的检验与分析 

1）预测值 95%置信区间的确定 

对于给定的预测值 𝑦̂𝑡 + ℎ（h 步预测），95%置信区间的公式为式（14）： 

下限 = 𝑦̂𝑡 + ℎ − 𝑧 ∙ 𝑆𝐸(𝑦̂𝑡 + ℎ) 

 上限 = 𝑦̂𝑡 + ℎ − 𝑧 ∙ 𝑆𝐸(𝑦̂𝑡 + ℎ) （14） 

2）评估结果呈现 

本题预测时间步长为 h=（700）天，预测的 PT-TT 以及 95%置信区间如表 3 所示： 

表 3 预测的 PT-TT 以及 95%置信区间 

预测时间 h=30 h=300 h=650 

95%置信上界 0.1152 1.5935 3.0259 

95%置信下界 -0.1480 -1.3740 -2.6568 

预测值（PT-TT) -0.0380 0.1104 0.1311 

 

生成的预测值以及置信边界如图 7 所示： 

 

图 7 预测值以及置信边界 

3）ARIMA 模型评价与总结 
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PT-TT 整体变化趋势：在未来 700 天内，95%置信上界的绝对值恒大于置信下界的绝对值，说明未来 PT-

TT 总体呈上升趋势。随着天数的增加，脉冲实际到达时间大概率增加。 

模型精度分析：通过表格与图可知，随着天数的增加，PT-TT 的置信区间呈几何倍数的增大，在未来几天

到一个月内（短期）置信区间远小于几个月到几年的置信区间（长期），这进一步说明随着时间的增加，模型

预测的精准度几乎是呈几何倍数下降。 

模型的评估：本题构建的 ARIMA 模型适合短期预测，在一个月内 95%置信区间小于 0.28，其预测效果十

分可观，但不建议进行以年为单位的长期预测。在短期预测中，虽然因为数据的插值化处理，可能会有极小的

误差，但几乎可以忽略不计。 

3.5  长期预测的建模（LSTM）： 

在长期预测中，未来未知因素造成的影响偶然性强，随着时间的推移预测函数呈现出极强的不确定性。为

了更精确地挖掘历史信息，构建更为精确的数学模型，下面运用深度学习中的 LSTM（长短期记忆网络）来进

行建模并检验模型预测的精确度。 

3.5.1  LSTM 的原理介绍  

LSTM（长短期记忆网络）是一种特殊类型的循环神经网络（RNN），专门设计用来处理和预测时间序列

数据。它能够有效地捕捉数据中的长期依赖关系。以下是 LSTM 预测原理的详细介绍： 

1）循环神经网络（RNN）基础 

RNN 是一种用于序列数据的神经网络。与传统的前馈神经网络不同，RNN 可以处理动态长度的输入序列，

并通过隐状态（hidden state）将先前的信息传递给当前的状态。 

问题：标准RNN在长序列上训练时容易遇到梯度消失或梯度爆炸的问题，导致它难以捕获长期依赖关系。

LSTM 的设计是为了解决这个问题。 

2）LSTM 的基本单元 

LSTM 通过引入门控机制来调节信息的流动，从而就能够记忆重要信息并遗忘不重要的信息。每

个 LSTM 单元由以下几个组成部分构成： 

细胞状态（Cell State）：存储长期记忆。它在整个链条中传递，可以向前或向后调整。 

遗忘门（Forget Gate）：决定哪些信息将从细胞状态中删除。其输入是当前输入和前一个隐藏状态，经过

一个 sigmoid 激活函数，输出一个 0 到 1 之间的数值。 

输入门（Input Gate）：决定哪些信息将存储到细胞状态中。它包含两个部分：一个 sigmoid 层决定哪些值

更新，一个 tanh 层创建新的候选值向量。 

输出门（OutputGate）：决定细胞状态的哪个部分将输出到下一层或作为下一步的隐藏状态。 

3）LSTM 单元的计算流程 

在时间步 𝑡，LSTM 单元的工作流程如下： 

遗忘门𝑓𝑡: 𝑓𝑡 = 𝜎(𝑊𝑓 ∙ [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡])其中，𝑊𝑓 是遗忘门的权重，ℎ𝑡−1 是前一个隐状态，𝑥𝑡 是当前输入。 

输入门𝑖𝑡: 𝑖𝑡 = 𝜎(𝑊𝑖 ∙ [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡]) 𝐶̃𝑡 = tanh⁡(𝑊𝑐 ∙ [ℎ𝑡 − 1, 𝑥𝑡]) 其中，𝑊𝑖 是输入门的权重，𝐶̃𝑡 是候选值向量。 

更新细胞状态(𝐶𝑡): (𝐶𝑡) = 𝑓𝑡 ∗ 𝐶𝑡−1 + 𝑖𝑡 ∗ 𝑐̃𝑡 

输出门(𝑜𝑡):𝑜𝑡 = 𝜎(𝑊𝑜 ∙ [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡]) : 计算输出状态：ℎ𝑡 = 𝑜𝑡 ∗ tanh⁡(𝐶𝑡) 

4）预测过程 

输入序列：从时间序列数据中提取输入特征，并形成适合模型的格式。 

通过 LSTM 进行前向传播：输入序列通过 LSTM 网络，每个时间步的计算都会更新隐状态和细胞状态。 

输出预测：最后时间步的隐状态ℎ𝑡 可以通过另一层（如全连接层）转换为最终的预测结果。 

5）训练 LSTM 

LSTM 模型使用反向传播算法（包括时间传播）进行训练，损失函数通常使用均方误差（MSE）等方法来

优化模型。通过调整模型的权重，LSTM 可以有效地学习序列数据中的模式。 
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3.5.2  的展示及分析 

我们将 70%数据集作为训练集，将剩下 30%作为测试集，在迭代 6000 余次后得到了一个精确的模型，其

中测试集的 RMSE 为 0.0020402，见图 8。 

 

图 8 训练集测试集预测结果对比 

其中，在 6000 余次迭代中 RMSE 与损失变化如图 9： 

 

 

图 9 6000 余次迭代中 RMSE 与损失变化 

在迭代次数为 200 时，所对应的 RMSE 点为曲线的肘点，其后 RMSE 无限趋近于 0 

在迭代次数为 150 时，所对应的 RMSE 点为曲线的肘点，其后 RMSE 无限趋近于 0 

为了更直观的观察预测值的精确度，这里进行了 Q-Q 图的绘制，见图 10： 
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图 10 训练集与测试集的 Q-Q 图 

两图的点集在图上基本沿𝑦 = 𝑥分布，可见预测值拟合状况良好。 

3.6  模型的评价与总结 

本题用了 1200 天（约等于 3 年）作为测试集，在三年尺度下，进行 6000 余次迭代，RMSE 仅有 0.002，

可见此模型对于长期预测是有足够准确性的。在短期预测下，此模型的计算成本太大，且 LSTM 作为神经网

络，计算迭代过程为黑盒子，难以描述并将过程可视化。总的来说，在以年为单位的时间序列预测情况下，建

议用 LSTM 作为预测模型，但以日或月为基本单位的预测情况下，建议使用 ARIMA 模型。 

4  问题三模型的建立与求解 

4.1  整体建模思路与步骤 

本题主干思路：（模型流程见图 11）通过具体分析，我们基于𝑆𝑎𝑎𝑡𝑎𝑚𝑜𝑖𝑛𝑒𝑛模型与𝐻𝑒𝑟𝑟𝑖𝑛𝑔模型建立一个

输入-输出模型，变量为环境参数𝑃，𝑒，∅，ℎ其余大气指标通过计算，为一个基础常量。考虑到现实中观测台

为一个定点，在非极端天气下全球温热。 

带表面𝑃（气压）与𝑒（水气压）的变化微乎其微，结合现实考虑，ℎ值（接受高度）基本不变，本题将𝑃，

𝑒，ℎ取一个常量，通过查阅资料以全球温热带平均值作为它们的值，通过调整∅的值来保证天顶折射时延不超

过 7.69 纳秒。 

模型的鲁棒性调整：为了将模型在现实应用化，我们将大气参数看成客观参数，在现实中观测时不能主观

调整，所以我们将模型中唯一能进行主观改变的ℎ值（接受高度）进行确定，在输入-输出模型下将所有大气参

数在现实可能发生的范围下调整为令时延最长的参数，让模型在现实环境变化中具有足够的稳健性。 

对宇宙电磁噪音进行模拟：模型构建完成后，用蒙特卡洛随机模拟法在一定区间内变化𝑓值，尽可能模拟

宇宙微波环境，测试在不同海拔高度ℎ下宇宙射线天顶时延落在(0𝑛𝑠 < 7.69𝑛𝑠)的概率。 
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图 11 问题三模型流程图 

4.2  创建大气折射估计模型： 

Step1：折射的传播路径的时延表达式为式（15）: 

 ∆𝜏 = ∫ (𝑛(ℎ) − 1)
𝑑𝑙

𝑐

ℎ2
ℎ0

 （15） 

它一般与大气折射指数𝑛(ℎ)有关。 

其中: 𝑛(ℎ) 是高度 ℎ处的大气折射指数; 𝑑𝑙 是沿传播路径的微分距离; ℎ0 和 ℎ2 分别是地面和传播路

径的最高点高度; 𝑐是光速。 

Step2： 模型的引入： 

由题目可知，其模型通常用于区分干湿延迟，通过查阅可以发现，总延迟可以看成干湿延迟之和，见式

（16）： 

 ∆𝜏 = ∆𝜏𝑑𝑟𝑦 + ∆𝜏𝑤𝑒𝑡 （16） 

并且，通过已有文献可知，干延迟公式见式（17）： 

 ∆𝜏𝑑𝑟𝑦 =
0.0022768𝑃

cos𝑧
 （17） 

湿延迟公式，见式（18）： 

 ∆𝜏𝑤𝑒𝑡 =
0.002277𝑒

(1−0.00266 cos2𝑧−0.00028ℎ)
 （18） 

参考附件，见式（19）： 

 

 𝑒 = 𝐻𝑤(
273.15+𝑇

247.1
)18.36 （19） 



曹洎豪：基于时间序列的宇宙电磁波接收模型

·	13	·

 

 

其中：𝑃为地面气压(ℎ𝑃𝑎)，𝑧为观测点天顶角（因为本题要求天顶延迟，所以电磁波垂直于地平线射下，

忽略地球曲率影响，相当于天顶角为 ），ℎ为观测点高度（𝑘𝑚），𝑒为地面水气压(ℎ𝑃𝑎)（），𝑧为天顶角（当

电磁波从天顶方向射入时值为 ），𝐻𝑤为大气湿度。 

Step3：频率的依赖性： 

通过查阅资料可以得知,实际折射时延随着射电频率𝑓的增加而减小，具体公式可以描述为式（20）： 

 ∆𝜏(𝑓) = ∆𝜏 ∙ (
1

𝑓
) （20） 

∆𝜏是频率𝑓下的折射时延；𝑓为当前信号的频率。 

从公式我们可以得知随着频率𝑓的增加，折射时延迅速减小，所以在𝑓 ≥ 20𝐺𝐻𝑧的条件下，湿延迟的影响

微乎其微。这里，为了将影响具象化，选取30𝐺𝐻𝑧 为测试频率，结合上述模型可以得出以下结果，见图 12： 

  

图 12 湿时延的影响可视化 

在干延迟约为 0.018s 的情况下，湿延迟仅为 0.00033s，从可视化图像推断湿延迟的影响可以忽略。 

Step4：映射函数的计算 

天顶方向的时延需要通过映射函数修正到任意仰角 或天顶角 下的路径延迟，根据题中所给条件，𝐻𝑒𝑟𝑟𝑖𝑛𝑔

映射函数可以表示为式（20）： 

 𝑚(𝜖) =
1

sin𝜖+𝑎(
cos 𝜖

1+𝑏 sin𝜖+𝑐⁄
)
 （21） 

其中：𝑎，𝑏, 𝑐 为经验参数，𝜖 = 90° − 𝑧为仰角。 

注：因为本题要求天顶延迟，所以当电磁波从天顶方向射入时，𝜖应为90° 

经过映射后可以得到折射时延见式（22）： 

 ∆𝜏(𝜖) = ∆𝜏(𝑓) ∙ 𝑚(𝜖) （22） 

Step5：确定大气压与海拔关系： 

从经验考虑，这里只考虑观测海拔高度<4000 米的情况，有以下线性关系，见式（23） 

 𝑃 = 1013 − 100ℎ （23） 

Step4：确定约束条件，见式（24）： 

 ∆𝜏𝑤𝑒𝑎𝑖𝑙ℎ ≤ 7.69𝑛𝑠 （24） 
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4.3  基于蒙特卡洛模拟法对宇宙微波进行随机模拟 

4.3.1  模拟过程 

Step1:参数的鲁棒性估计 

为了将模型在现实应用化，我们将大气参数看成客观参数，在现实中观测时不能主观调整，所以我们将模

型中唯一能进行主观改变的ℎ值（接受高度）进行确定，在输入-输出模型下将所有大气参数在现实可能发生的

范围下调整为令时延最长的参数，让模型在现实环境变化中具有足够的稳健性。 

通过寻阅资料，将以下参数进行鲁棒性估计，见表 4： 

表 4 不同大气参数的鲁棒性估计 

符号 估计值 单位 说明 

𝑃 1020 ℎ𝑃𝑎 大气压 

𝑇 39 𝐶 温度 

𝑒 0.8  大气湿度 

 

Step2：海拔 h 值的，模拟：以现实取样，当今射电望远镜海拔普遍在[0，2]（km）之间，先进行 10000 次

的随机模拟，当海拔逐渐增加时，计算频率落在限制区间的概率，见表 5： 

表 5 当海拔逐渐增加时，频率落在限制区间的概率 

𝑓 （GHz） 𝑝 

20 0.5966 

30 0.9350 

40 1 

…… ...... 

100 1 

 

由模型分析可知，频率在 40GHz 下变化明显，当超过此数值，在现实允许发生的情况下海拔与大气参数

无论怎么变化，其射线时延恒小于 7.65ns。 

Step3：随机 f 值的模拟： 

通过查阅资料，宇宙射线频段大多在 160GHz 前后，现在宇宙射线频率假设[20,250]在此区间随机均匀随

机分布，先进行 10000 次的随机模拟，当海拔逐渐增加时，计算频率落限制区间的概率，见式 25： 

 𝑝 = 10000𝑝𝑠 (25) 

其中：𝒑为概率，𝒑𝒔为满足时延小于 7.69ns 的频数。 
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表 6 当海拔逐渐增加时，频率落限制区间的概率 

ℎ （km） 𝒑 

0.5 0.95476 

0.9 0.95932 

1.5 0.96697 

1.9 0.97254 

...... ...... 

3.9 0.99849 

 

图 13 海报高度，时延与频率落在限制区间概率 

4.4  模型的现实意义 

通过此模型的建立，若想保证天顶时延恒低于 7.69ns，海拔高度应该在 4km 以上。仅从射线接受效果考

虑，海拔 4km 以上大气能见度高，大气折射小，能最小化湿延迟的影响，是进行天文观测的绝佳高度。但通

过现实情况可以得知，若要考虑成本以及人员健康问题，实际科研观测应该在 1.5~2km 之间。虽然有小概率出

现 40GHz 以下频段电磁波，天顶时延小于 7.69ns，但这种情况难以避免。 
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5  问题四模型的建立与求解 

5.1  对于延迟精度降低因素的深入挖掘 

模型构建流程见图 14： 

 

图 14 问题四的模型构建流程 

1）不可控因素：低仰角下折射路径显著增长，路径的增长带来大气因素的不确定性增强，尤其是对流层，

在这种因素下产生的 TOA 误差难以通过模型的形式消除，所以我们主要考虑通过基于可控因素调整模型，尽

可能的减小误差。 

2）可控因素：根据附件资料，引起低仰角误差的根本原因在于大气层的低仰角加剧了大气层曲率对于折

射路径的改变程度。在高仰角下，大气层曲率对于光线路径的影响不大，在仰角趋近为 的情况下，大气层

的曲率甚至可以忽略。所以，本题的目的在于引入有关大气曲率的公式，对于问题二建立的延时模型进行校准。 

5.2  对路径积分进行曲率修正： 

5.2.1  折射时延的分层积分模型 

参考附件一，在路径积分基础上进行地球曲率引入（式 23）： 

 ∆𝜏𝑖 =
1

𝑐
∫ (𝑛𝑖 − 1)
ℎ𝑖+1
ℎ𝑖

∙ √1 + (
𝑅

𝑅+ℎ
)2 sin2 𝑧𝑑ℎ (23) 

其中，对大气折射指数𝑛(ℎ)进行了分层处理，将大气分成若干层，分别计算延迟累加，这里假设第 i 层的

厚度为ℎ。 

5.2.2  对模型进行修正过程 

在题目三建立的输入-输出模型的基础上： 

Step1：对大气层分层，这里将大气层分为 10 层，即 i=10，通过累加高度(ℎ)，确定总延迟。 

注：其他大气参数取现实中的平均值,频率𝑓设定为 30。 

Step2：估计折射指数： 

 𝑛𝑖 = 1.003 − ∑ 0.003 × 0.10.210
𝑖=1  (24) 

在式（24）中，假设光线能发生路径偏折的高度接近 50km。在高度等于 50km 时，𝑛𝑖趋近于 1。 
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Step3：引入修正前的路径积分（式 25）： 

 ∆𝜏𝑖1 = ∫ (𝑛𝑖(ℎ) − 1)
𝑑ℎ

𝑐

ℎ𝑖+1

𝑏𝑖
 (25) 

5.2.3  对映射函数中 a,b,c 值进行最小二乘估计 

为了使新模型更加精确，这里使用最小二乘法调整映射函数函数参数 a，b 和 c。 

先输入初始参数：a=1，b=1，c=1.通过优化以下函数： 

使残差平方和最小： 

 𝑆𝑆𝑅 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2𝑛

𝑖=1  (26) 

式（26）中： 

𝑦𝑖引入 Step2 计算的模型精确值，𝑦̂𝑖 为在初始模型下的观察值 

结果展示与模型评估： 

Result：建立最小二乘估计拟合函数可视化（见图 15）： 

 

图 15 矫正之后的模型拟合情况 

校正后得到的映射函数的 a，b，c 值：e+5×（0  0.6866  -3.3163） 

其中，MSE 为 0.1722，模型拟合程度良好。 

差异性比较（见图 16）： 

表 7 矫正前后∆𝜏对比 

𝑧（度） 矫正前∆𝜏 矫正后∆𝜏 

80 0.8989 0.9226 

81 0.9923 1.0625 

82 1.1886 1.2414 

83 1.2021 1.4763 

84 1.1512 1.7962 

85 1.1932 2.2531 

86 2.5513 2.9518 

87 3.8898 4.1366 

88 6.0989 6.5422 

89 11.2485 13.8435 



《计算与实验》	2025	年	第	1	期

·	18	·

 

 

 

图 16 矫正前后数据可视化对比 

5.3  模型分析 

据表 7 可知，在电磁波频率为 160GHz（宇宙最普遍的微波辐射）时，当小仰角的情况下，矫正前时延较

矫正后时延短，根据分析照成这种情况可能是因为在地球曲率的影响下每一层大气的电磁波入射角增大，仰角

的减小，加长了电磁波的传播路径，这种现象再一次证明了模型的正确性。其中，我们可以观察到当随着仰角

的减小，矫正的误差越大。这个模型完美适用于小仰角情形，并可以把它扩展到大仰角情形。 
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